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심층학습은 여러 층으로 쌓인 구조로 되어 있는 모형을

학습합니다.

▶ 심층학습은 폭발적인 발전에 비해 통계적 이론 분석은 매우 더딘
편입니다.

▶ 심층학습에 관련된 통계 학습 이론을 배웁니다.
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심층학습은 기계학습(Machine Learning)의 일종으로 볼 수
있습니다.

▶ 기계학습에는 여러 분야들이 있지만, 대표적으로 다음과 같습니다.
▶ 지도학습(Supervised Learning)

▶ 입력변수를 이용하여 출력변수를 예측
▶ 회귀(regression), 분류(classification) 등

▶ 비지도학습(Unsupervised Learning)
▶ 입력변수 간의 복잡합 관계를 규명(출력변수가 없음)
▶ 군집분석(clustering), 주성분분석(principal component analysis),
요인분석(factor analysis) 등

▶ 강화학습(reinforcement learning)
▶ 행동에 따라 변화하는 환경에서 의사결정 방법을 학습
▶ multi-armed bandit problem, markov decision process 등

▶ 심층학습은 대부분 지도학습(Supervised Learning)과 연관돼 있고,
비지도학습(Unsupervised Learning)에도 사용됩니다.
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심층학습의 통계적 이론을 배웁니다.

▶ 자료(data)는 항상 랜덤한 잡음(noise)을 가지고 있습니다.
▶ 랜덤한 잡음(noise)이 기계학습 알고리즘에 어떠한 영향을 끼치는지,
알고리즘이 잘 작동하는지 알기 위해서는 통계적 분석이 필요합니다.

▶ 심층학습에서 통계 이론은 주로 다음의 분석을 해줍니다: 일치성
(consistency), 최적합(optimality) 등
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지도학습(Supervised Learning)의 기본 모형

▶ 입력(Input) / 설명 변수(Covariate) : x ∈ Rp

▶ 출력(Output) / 반응 변수(Response): y ∈ Y
▶ 모형(Model) : y ≈ f (x), f ∈ M
▶ 손실 함수(loss function): l(y , a)
▶ 목적: f 0 = argminf∈F E(Y ,X ) [l(Y , f (X ))] 을 찾는 것을 목적으로
합니다, 이 때 F는M과 다를 수 있습니다.

▶ 예측: f̂가 추정한 함수이고, 새로운 자료 x가 들어오면, y를 f̂ (x)로
추정합니다.
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Multi-layer perceptron의 구조와 Backpropagation의 원리에
대해 알아봅니다.

▶ Multi-layer perceptron은 hidden layer가 1개 이상 있을 수 있는
모형으로, 심층학습의 가장 기본적이면서 일반적인 모형입니다.

▶ 매개변수들을 학습할 때 backpropagation을 활용합니다.
▶ Multi-layer percepgtron의 구조와 backpropagation의 원리에 대해
알아봅니다.

1

1https://www.datacamp.com/tutorial/multilayer-perceptrons-in-machine-learning 9 / 31
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Concentration inequality는 확률변수의 행태를 확률적으로
통제합니다.

▶ 약한 대수의 법칙(law of large number)은, X1, . . . ,Xn이 iid 자료이고
모평균 E[X1] = µ < ∞일 때, 표본평균이 모평균으로 확률수렴함을
뜻합니다:

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣1n
n∑

i=1

Xi − µ

∣∣∣∣∣ > ϵ

)
= 0 for all ϵ > 0.

▶ 표본평균을 더 일반적인 함수로 확장시켰을 때 확률변수의 행태를
다음과 같이 확률적으로 부등호로 통제하는 것 (및 이에 필요한
기술들)을 Concentration inequality라 합니다:

P

(
sup
f∈F

|f (X1, . . . ,Xn)− E [f (X1, . . . ,Xn)]| > ϵ

)
< δ.
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Concentration inequality는 확률변수의 행태를 확률적으로
통제합니다.

▶ 표본평균을 더 일반적인 함수로 확장시켰을 때 확률변수의 행태를
다음과 같이 확률적으로 부등호로 통제하는 것 (및 이에 필요한
기술들)을 Concentration inequality라 합니다:

P

(
sup
f∈F

|f (X1, . . . ,Xn)− E [f (X1, . . . ,Xn)]| > ϵ

)
< δ.

▶ 다음과 같은 concentration inequality를 배웁니다: Hoeffding’s
inequality, McDiarmid’s inequality, Bernstein’s inequality,
Rademacher Complexity, VC dimension, uniform bound 등
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학습된 함수와 목적함수의 차이를 분해할 수 있습니다.

▶ 지도학습(Supervised Learning)에서, y ≈ f∗(x)인 참 회귀함수(true
regression function) f∗ ∈ M을 목적함수(target function)로
놓습니다.

▶ F에서 평균위험(Expected Risk)를 최소화하는 f 0를

평균위험최소함수(expected risk mimizing function)로 놓습니다, 즉

f 0 = argmin
f∈F

E(Y ,X )∼P [ℓ(Y , f (X ))] .

▶ F에서 경험위험(Empirical Risk)를 최소화하는 f̂를
경험위험최소함수(empirical risk mimizing function)으로 놓습니다,
즉

f̂ = argmin
f∈F

1
n

n∑
i=1

ℓ(yi , f (xi )).

▶ f̂를 최적화 기법(Optimization)으로 근사한 함수 f̃를 학습된 함수
(learned function)로 놓습니다.
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학습된 함수와 목적함수의 차이를 분해할 수 있습니다.
▶ 목적함수(target function) f∗와 학습된 함수(learned function) f̃의
차이를 아래와 같이 분해할 수 있습니다:

f∗ − f̂ = f∗ − f 0︸ ︷︷ ︸
approximation error

+ f 0 − f̂︸ ︷︷ ︸
generalization error

+ f̂ − f̃︸ ︷︷ ︸
optimization error

.

▶ 여기선 approximation error f∗ − f 0와 generalization error f 0 − f̂를
다룹니다.

2

2https://dcn.nat.fau.eu/breaking-the-curse-of-dimensionality-with-barron-spaces/
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Universal Approximation Theorem

▶ f∗ − f 0(approximation error)를 분석합니다.
▶ 모형M을 적절히 선택할 경우, f 0가 f∗에 임의로 가깝게 갈 수
있습니다: Universal Approximation Theorem
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Approximation Error와 Generalization Error를 상한하는
방법을 배웁니다.

▶ f∗ − f 0(approximation error)와 f 0 − f̂ (generalization error)를
분석합니다.

▶ 모형M을 적절히 선택할 경우, approximation error와 generalization
error를 M(심층학습의 폭)과 n(자료의 개수)로 상한할 수 있습니다.

▶

E
[(

f̂ (x)− y
)2
]
= O

(
1
M

+

√
1
n

)
.
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학습된 함수와 목적함수의 차이를 분해할 수 있습니다.
▶ 목적함수(target function) f∗와 학습된 함수(learned function) f̃의
차이를 아래와 같이 분해할 수 있습니다:

f∗ − f̂ = f∗ − f 0︸ ︷︷ ︸
approximation error

+ f 0 − f̂︸ ︷︷ ︸
generalization error

+ f̂ − f̃︸ ︷︷ ︸
optimization error

.

▶ 여기선 전부 다 합친 오차 f∗ − f̂를 다룹니다.

3

3https://dcn.nat.fau.eu/breaking-the-curse-of-dimensionality-with-barron-spaces/
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얕은 신경학습(shallow neural network)을 분석합니다.

▶ 얕은 신경학습망(shallow neural network)을 분석합니다: 모형 F가
hidden neuron이 M개인 다음의 fW들을 모아놓은 집합으로
놓습니다:

fW (x) =
α

M

M∑
r=1

arσ(ω
⊤
r x).

▶ Neural Tangent Kernel: α =
√
M.

▶ Mean Field: α = 1.
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Neural Tangent Kernel

▶ 모형 매개변수(model parameter) W에 대해 테일러 전개를 해서
분석합니다:

fW(k)
(x) = fW(0)(x)+

〈
∇fW(0)(x),W(k) −W(0)

〉
+o
(∥∥W(k) −W(0)

∥∥2
F

)
.

▶ KM(xi , xj) := ⟨∇fW0(xi ),∇fW0(xj)⟩이 kernel regression의 kernel 같은
역할을 합니다.

▶ K∞ := limM→∞ KM라 할 때,

E
[
(fWk

(x)− y)2
]
≤ O

(√
y⊤(K∞)−1y

n

)
.
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Mean Field

▶ Mean Field라는 이름은 수리물리(mathematical physics)의 mean
field model에서 비롯됐습니다: 매개변수 θr := (ar , ωr )를 입자처럼
생각합니다.

▶ 입자가 랜덤하게 주어진다고 생각하고 다음의 수렴을 이용합니다:
σ∗(x ; θr ) := arσ(ω

⊤
r x) 라 놓으면,

1
M

M∑
r=1

σ∗(x ; θr )
M→∞→ f (x ; ρ) =

∫
σ∗(x ; θ)ρ(dθ).

▶ R(f ) := E
[
(y − f (x))2

]
라고 할 때,

∣∣∣R(f̂ )−R(f̃ )
∣∣∣ ≤ O

(√
1
M

)
.
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심층학습을 이용한 생성 모형에 관한 통계적 이론을

알아봅니다.

▶ 심층학습(deep learning)을 이용한 여러 생성 모형들이 있습니다:
Generative Adversarial Network, Diffusion model, Large Language
Model 등

▶ Generative Adversarial Network와 Diffusion model은 원본 자료
{x1, . . . , xn}와 비슷한 자료 {y1, . . . , ym}을 만들어내고, Large
Language Model은 {x1, f (x1), . . . , xn, f (xn)}으로 학습해서 xquery가
주어졌을 때 f (xquery )를 생성합니다.

▶ 생성된 자료가 얼마나 좋은지에 대한 통계적인 이론을 알아봅니다.
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Generative Adversarial Network

4

4https://www.geeksforgeeks.org/generative-adversarial-network-gan/
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Diffusion Model

5

5https://www.superannotate.com/blog/diffusion-models
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비지도학습(Unsupervised Learning)은 입력변수 간의
관계를 규명합니다.

▶ 비지도학습(Unsupervised Learning)은 입력변수 간의 복잡합 관계를
규명하며, 출력변수가 없습니다.

▶ 대표적으로 군집분석(clustering), 주성분분석(principal component
analysis), 요인분석(factor analysis) 등이 있습니다.
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심층학습을 이용한 비지도학습(Unsupervised Learning)의
통계적 이론을 알아봅니다.

▶ 심층학습을 활용한 비지도학습의 대표적인 예로 Autoencoder 가
있습니다.

▶ 관련된 통계적 이론을 알아봅니다.

6

6https://www.saberhq.com/blog/autoencoders
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non-Euclidean space 가 deep learning에 어떻게 응용되는지
알아봅니다.

▶ non-Euclidean space 중 hyperbolic space 가 deep learning 에 어떻게
응용되는지 알아봅니다.

7

7https://web.colby.edu/thegeometricviewpoint/2016/12/21/tessellations-of-the-hyperbolic-plane-and-m-c-
escher/
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