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위상학적 자료 분석(Topological Data Analysis) 소개

호몰로지(homology)를 통계적으로 추정하기
군집 나무(Cluster Tree)와 이를 통계적으로 추정하기

Persistent Homology를 통계적으로 추정하기

위상학적 자료 분석(Topological Data Analysis)을 기계학습에 응용
위상학적 자료 분석을 이용하여 특성(Feature) 만들기

참조문헌

2 / 49



자료의 위상학적 구조로부터 정보를 얻을 수 있습니다.

1

1http://www.mpa-garching.mpg.de/galform/virgo/millennium/poster_half.jpg
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위상학적 자료 분석(Topological Data Analysis) 및 통계적
추정 및 기계학습에의 응용을 소개합니다.

▶ 위상학적 자료 분석(Topological Data Analysis) 소개
▶ Computational Topology: An Introduction (Edelsbrunner, Harer,

2010)
▶ Topological Data Analysis (Wasserman, 2016)
▶ An Introduction to Topological Data Analysis: Fundamental and

Practical Aspects for Data Scientists (Chazal, Michel, 2021)
▶ 호몰로지(homology)를 통계적으로 추정하기

▶ Statistical Inference for Cluster Trees (Kim, Chen, Balakrishnan,
Rinaldo, Wasserman, 2016)

▶ Persistent Homology를 통계적으로 추정하기
▶ Confidence sets for persistence diagrams (Fasy, Lecci, Rinaldo,

Wasserman, Balakrishnan, Singh, 2014)
▶ 위상학적 자료 분석(Topological Data Analysis)을 기계학습에 응용

▶ A Survey of Topological Machine Learning Methods (Hensel, Moor,
Rieck, 2021)

▶ Efficient Topological Layer based on Persistence Landscapes (Kim,
Kim, Zaheer, Kim, Chazal, Wasserman, 2020)
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위상학적 자료 분석(Topological Data Analysis) 소개

호몰로지(homology)를 통계적으로 추정하기
군집 나무(Cluster Tree)와 이를 통계적으로 추정하기

Persistent Homology를 통계적으로 추정하기

위상학적 자료 분석(Topological Data Analysis)을 기계학습에 응용
위상학적 자료 분석을 이용하여 특성(Feature) 만들기

참조문헌
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구멍의 개수로 기하학적 대상들을 분류할 수 있습니다.

▶ 기하학적 대상들:
▶ ㄱ, ㄴ, ㄷ, ㄹ, ㅁ, ㅂ, ㅅ, ㅇ, ㅈ, ㅊ, ㅋ, ㅌ, ㅍ, ㅎ
▶ A, 字, あ

▶ 여러 차원에서 구멍들의 개수들을 각각 고려합니다.

1. β0 =연결된 성분의 개수

2. β1 =고리(1차원 구의 구멍)의 개수

3. β2 =2차원 구의 구멍의 개수
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예제: 대상들을 호몰로지에 따라 분류합니다.

1. β0 =연결된 성분의 개수

2. β1 =고리의 개수

β0 \ β1 0 1 2
ㄱ,ㄴ,ㄷ,ㄹ, ㅁ,ㅇ, ㅂ, あ

1 ㅅ,ㅈ,ㅋ,ㅌ ㅍ, A
2 ㅊ, 字
3 ㅎ
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호몰로지(homology)를 통계적으로 추정합니다.

▶ Statistical Inference for Cluster Trees (Kim, Chen, Balakrishnan,
Rinaldo, Wasserman, 2016)
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위상학적 자료 분석(Topological Data Analysis) 소개

호몰로지(homology)를 통계적으로 추정하기
군집 나무(Cluster Tree)와 이를 통계적으로 추정하기

Persistent Homology를 통계적으로 추정하기

위상학적 자료 분석(Topological Data Analysis)을 기계학습에 응용
위상학적 자료 분석을 이용하여 특성(Feature) 만들기

참조문헌
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자료를 군집으로 묶고자 합니다.
▶ Statistical Inference for Cluster Trees (Kim, Chen, Balakrishnan,

Rinaldo, Wasserman, 2016)
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원하는 해상도에 따라 다른 군집이 생길 수 있습니다.

▶ Statistical Inference for Cluster Trees (Kim, Chen, Balakrishnan,
Rinaldo, Wasserman, 2016)

▶ 국소적(local)이고 상세한 정보를 묘사하고 싶으면 (높은 해상도),
작은 규모의 많은 군집이 생깁니다.

▶ 대역적(global)이고 개략적인 정보를 묘사하고 싶으면 (낮은
해상도), 큰 규모의 적은 군집이 생깁니다.
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군집들의 네트워크가 나무를 형성합니다: 군집 나무
(cluster tree)

▶ Statistical Inference for Cluster Trees (Kim, Chen, Balakrishnan,
Rinaldo, Wasserman, 2016)

▶ 다른 수준의 해상도로부터 얻어지는 군집들은 포함 관계에 의해
자연스러운 네트워크가 생깁니다.

▶ 포함 관계 네트워크는 나무로 표현될 수 있습니다: 군집 나무(cluster
tree)
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군집 나무(Cluster Tree)는 고밀도 군집들의 계층
구조입니다.

Definition
주어진 밀도함수 p의 군집 나무(Cluster Tree) Tp : R → P(X )는 각
실수값 λ마다 윗레벨 집합 {x : p(x) ≥ λ}의 연결부분들의 집합이 Tp(λ)
로써 대응되는 함수입니다.

λ = 0.5
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군집 나무(Cluster Tree)는 고밀도 군집들의 계층
구조입니다.

Definition
주어진 밀도함수 p의 군집 나무(Cluster Tree) Tp : R → P(X )는 각
실수값 λ마다 윗레벨 집합 {x : p(x) ≥ λ}의 연결부분들의 집합이 Tp(λ)
로써 대응되는 함수입니다.

λ = 0.4
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군집 나무(Cluster Tree)는 고밀도 군집들의 계층
구조입니다.

Definition
주어진 밀도함수 p의 군집 나무(Cluster Tree) Tp : R → P(X )는 각
실수값 λ마다 윗레벨 집합 {x : p(x) ≥ λ}의 연결부분들의 집합이 Tp(λ)
로써 대응되는 함수입니다.

λ = 0.3
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군집 나무(Cluster Tree)는 고밀도 군집들의 계층
구조입니다.

Definition
주어진 밀도함수 p의 군집 나무(Cluster Tree) Tp : R → P(X )는 각
실수값 λ마다 윗레벨 집합 {x : p(x) ≥ λ}의 연결부분들의 집합이 Tp(λ)
로써 대응되는 함수입니다.

λ = 0.2
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군집 나무(Cluster Tree)는 고밀도 군집들의 계층
구조입니다.

Definition
주어진 밀도함수 p의 군집 나무(Cluster Tree) Tp : R → P(X )는 각
실수값 λ마다 윗레벨 집합 {x : p(x) ≥ λ}의 연결부분들의 집합이 Tp(λ)
로써 대응되는 함수입니다.

λ = 0
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신뢰집합은 경험적 군집 나무에서 잡음을 줄이는 데에

도움을 줍니다.
▶ 점근적 1 − α 신뢰집합 Cα는 다음을 만족하는 군집 나무들의
집합입니다:

P(Tp ∈ Ĉα) = 1 − α+ o(1).

Ring data, alpha = 0.05
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1−α 신뢰집합 Cα는 부트스트랩으로 계산할 수 있습니다.
▶ Tp̂h 를 핵밀도추정(kernel density estimator) p̂h에서 계산된 군집
나무로 놓습니다. 이 때,

p̂h(x) =
1

nhm

n∑
i=1

K

(
x − Xi

h

)
,

그리고 신뢰집합을 Tp̂h을 중심으로 하고 반지름이 tα인 공으로
정의합니다, 즉,

Ĉα = {T : d∞(T ,Tp̂h) ≤ tα} .

Theorem
(Theorem 3) 위의 신뢰집합 Ĉα 은 다음을 만족합니다:

P
(
Th ∈ Ĉα

)
= 1 − α+ O

( log7 n

nhm

)1/6
 .
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신뢰집합을 이용하여 가지치기한 군집나무로 실제

군집나무를 찾을 수 있습니다.

Ring data, alpha = 0.05
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Mickey mouse data, alpha = 0.05
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Yingyang data, alpha = 0.05
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위상학적 자료 분석(Topological Data Analysis) 소개

호몰로지(homology)를 통계적으로 추정하기
군집 나무(Cluster Tree)와 이를 통계적으로 추정하기

Persistent Homology를 통계적으로 추정하기

위상학적 자료 분석(Topological Data Analysis)을 기계학습에 응용
위상학적 자료 분석을 이용하여 특성(Feature) 만들기

참조문헌
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유한한 자료의 호몰로지는 기저 구조의 호몰로지와

다르기 때문에, 유한한 자료로 직접 기저 구조의
호몰로지를 추정할 수는 없습니다.

▶ 자료를 분석할 때, 기저 구조의 특성을 자료의 특성으로부터 추정할
수 있는 로버스트한 특성을 선호합니다.

▶ 호몰로지는 로버스트하지 않습니다:

Underlying circle: β0 = 1, β1 = 1 100 samples: β0 = 100, β1 = 0
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Persistent homology는 집합들의 모임에서 호몰로지를
계산하고, 호몰로지가 언제 나타나고 사라지는지
기록합니다.
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Persistent homology는 집합들의 모임에서 호몰로지를
계산하고, 호몰로지가 언제 나타나고 사라지는지
기록합니다.
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Persistent homology는 집합들의 모임에서 호몰로지를
계산하고, 호몰로지가 언제 나타나고 사라지는지
기록합니다.
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Persistent homology는 집합들의 모임에서 호몰로지를
계산하고, 호몰로지가 언제 나타나고 사라지는지
기록합니다.
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기저 구조의 위상학적 정보를 추출하는 데에 핵밀도추정

(kernel density estimator)을 사용합니다.

▶ 핵밀도추정(kernel density estimator)은 다음과 같습니다:

p̂h(x) =
1

nhd

n∑
i=1

K

(
x − Xi

h

)
.

23 / 49



Persistent homology는 집합들의 모임에서 호몰로지를
계산하고, 호몰로지가 언제 나타나고 사라지는지
기록합니다.
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Persistent homology는 집합들의 모임에서 호몰로지를
계산하고, 호몰로지가 언제 나타나고 사라지는지
기록합니다.
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Persistent homology는 집합들의 모임에서 호몰로지를
계산하고, 호몰로지가 언제 나타나고 사라지는지
기록합니다.
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Persistent homology는 집합들의 모임에서 호몰로지를
계산하고, 호몰로지가 언제 나타나고 사라지는지
기록합니다.
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유한한 자료의 Persistent homology로부터 기저 구조의
Persistent homology를 추정할 수 있습니다.
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유한한 자료의 Persistent homology로부터 기저 구조의
Persistent homology를 추정할 수 있습니다.

Circle
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유한한 자료의 Persistent homology로부터 기저 구조의
Persistent homology를 추정할 수 있습니다.

Circle
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유한한 자료의 Persistent homology로부터 기저 구조의
Persistent homology를 추정할 수 있습니다.

Circle
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통계적으로 유의한 호몰로지 특성과 그렇지 않은

호몰로지 특성을 어떻게 구분할까요?

Circle
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Bottleneck distance는 Persistent homology 공간에 거리
함수를 줍니다.

Definition
D1, D2를 두 Persistent homology라고 하면, Bottleneck distance는
다음과 같이 정의됩니다:

W∞(D1, D2) = inf
γ

sup
x∈D1

∥x − γ(x)∥∞,

이 때, γ는 D1에서 D2로 가는 모든 일대일대응이 될 수 있습니다.
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Bottleneck distance는 Persistent homology 공간에 거리
함수를 줍니다.

Definition
D1, D2를 두 Persistent homology라고 하면, Bottleneck distance는
다음과 같이 정의됩니다:

W∞(D1, D2) = inf
γ

sup
x∈D1

∥x − γ(x)∥∞,

이 때, γ는 D1에서 D2로 가는 모든 일대일대응이 될 수 있습니다.
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Persistent homology의 신뢰띠는 Persistent homology를
높을 확률로 포함하는 확률변수입니다.

기저 M과 자료 X의 Persistent homology를 각각 Dgm(M)과 Dgm(X )
라고 놓습니다. 유의수준 α ∈ (0, 1)가 주어졌을 때, (1 − α) 신뢰띠
cn = cn(X )는 다음을 만족하는 확률변수입니다:

P (W∞(Dgm(M), Dgm(X )) ≤ cn) ≥ 1 − α.
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Persistent homology의 신뢰띠는 붓스트랩으로 계산할 수
있습니다.

1. 주어진 자료 X = {x1, . . . , xn}에서 핵밀도추정(kernel density
estimator) p̂h를 계산합니다.

2. X = {x1, . . . , xn}로부터 X ∗ = {x∗1 , . . . , x∗n }를 복원추출하고, X ∗의

핵밀도추정 p̂∗h을 계산한 후, θ∗ =
√
nhd ||p̂∗h(x)− p̂h(x)||∞를

계산합니다.
3. 전단계를 B번 반복하여 θ∗1 , . . . , θ

∗
B를 얻습니다.

4. 분위수 ẑα = inf
{
q : 1

B

∑B
j=1 I (θ

∗
j ≥ q) ≤ α

}
를 계산합니다.

5. E[p̂h]의 (1 − α) 신뢰띠는
[
p̂h − ẑα√

nhd
, p̂h +

ẑα√
nhd

]
이 됩니다.
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위상학적 자료 분석(Topological Data Analysis) 소개

호몰로지(homology)를 통계적으로 추정하기
군집 나무(Cluster Tree)와 이를 통계적으로 추정하기

Persistent Homology를 통계적으로 추정하기

위상학적 자료 분석(Topological Data Analysis)을 기계학습에 응용
위상학적 자료 분석을 이용하여 특성(Feature) 만들기

참조문헌
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기계학습(machine learning) (아주) 대충 보기

▶ 주어진 문제와 자료에서, 기계학습(machine learning) / 심층학습
(deep learning)은 매개화된 모형(parametrized model)을 학습합니다.

▶ 주어진 자료 X ,
▶ 매개화된 모형(parametrized model) fθ,
▶ 문제에 맞춰진 손실함수(loss function) L,
▶ 기계학습은 손실함수를 최소화하는 해를 계산합니다:

argminθ L(fθ,X ).
▶ 많은 경우, 최소해의 명시적 형태(explicit formula)를 구하는 것은
불가능하거나 너무 비쌉니다(e.g. 큰 역행렬을 계산). 따라서,
∇θL(fθ,X )를 이용한 경사법(gradient descent)을 사용합니다:

θn+1 = θn − λ∇θL(fθ,X ).
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위상학적 자료 분석(Topological Data Analysis)을
기계학습에 응용합니다.

▶ A Survey of Topological Machine Learning Methods (Hensel, Moor,
Rieck, 2021)

▶ 위상학적 자료 분석을 기계학습에 응용하는 데에는 크게 두 가지
방향이 있습니다:
▶ 위상학적 자료 분석을 이용하여 특성(feature)을 만들어, 자료 X에
위상학적 특성을 추가하기: 더 흔한 방식

▶ PLLay: Efficient Topological Layer based on Persistence Landscapes
(Kim, Kim, Zaheer, Kim, Chazal, Wasserman, 2020)

▶ 손실함수(loss function) L에 위상학적 손실 고려하기: 최근 주목
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위상학적 자료 분석(Topological Data Analysis) 소개

호몰로지(homology)를 통계적으로 추정하기
군집 나무(Cluster Tree)와 이를 통계적으로 추정하기

Persistent Homology를 통계적으로 추정하기

위상학적 자료 분석(Topological Data Analysis)을 기계학습에 응용
위상학적 자료 분석을 이용하여 특성(Feature) 만들기

참조문헌
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Persistent homology를 한 번 더 요약해서 유클리드 공간
또는 함수 공간에 넣습니다.

▶ Persistent homology의 공간은 구조적으로 복잡하여 기계학습
알고리즘과 같이 사용하기는 힘듭니다.

▶ Persistent homology를 한 번 더 요약해서 유클리드 공간 또는 함수
공간에 넣으면 기계학습의 알고리즘에 사용하기 편합니다.
▶ Persistence Landscape, Persistence Silhouette, Persistence Image 등
여러 방법이 있습니다.

Persistent Homology
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Persistence Landscape은 Persistent homology의 함수
요약입니다.

Persistent Homology
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Persistence Landscape으로 위상학적 층(topological layer)
만들기

1. 자료 X에 적당한 simplicial complex K와 함수 f를 선택하여
Persistent Homology D를 계산합니다.

2. D로부터 Landscape λ : N× R → R을 계산합니다.
3. 매개변수 ω ∈ RKmax를 이용하여 가중평균함수

λ̄ω(t) :=
∑Kmax

k=1 ωkλk(t)를 계산합니다.
4. λ̄ω를 벡터화하여 Λ̄ω ∈ Rm을 만듭니다.
5. 매개화된 미분가능함 함수 gθ : Rm → R을 사용하여,

Sθ,ω(D) := gθ(Λ̄ω)를 계산합니다.
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Persistence Landscape으로 위상학적 층(topological layer)
만들기
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위상학적 자료 분석(Topological Data Analysis) 소개

호몰로지(homology)를 통계적으로 추정하기
군집 나무(Cluster Tree)와 이를 통계적으로 추정하기

Persistent Homology를 통계적으로 추정하기

위상학적 자료 분석(Topological Data Analysis)을 기계학습에 응용
위상학적 자료 분석을 이용하여 특성(Feature) 만들기

참조문헌
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호몰로지(Homology)와 Persistent Homology

Persistent Homology를 통계적으로 추정하기

Persistent Homology를 이용하여 특성(Feature) 만들기
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그래프(graph)는 꼭지점(vertex)과 변(edge)로 이루어진
이산 구조입니다.

▶ 주어진 거리공간 X의 부분집합 X ⊂ X 에 대해, 그래프(graph)
G = (X ,E )는 꼭지점(vertex) 집합 X와 변(edge)의 집합 E로
이루어져 있으면서 E ⊂ {{x , y}| x , y ∈ X , x ̸= y}를 만족합니다.

Graph
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단체 복합체(Simplicial complex)는 고차원으로 일반화한
그래프입니다.

▶ 주어진 거리공간 X의 부분집합 X ⊂ X 에 대해, 단체 복합체
(Simplicial complex) K는 X의 유한집합들의 집합이면서 다음을
만족합니다:

α ∈ K , β ⊂ α =⇒ β ∈ K .

이 때, 각 단체 α의 차원은 dimα := |α| − 1로 정의합니다.

Simplicial complex
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Vietoris-Rips 복합체(Vietoris-Rips complex)는 서로 가까운
꼭지점들을 모아 놓은 복합체입니다.

▶ 주어진 거리공간 X의 부분집합 X ⊂ X 와 r > 0에 대해,
Vietoris-Rips 복합체(Vietoris-Rips complex) Rips(X , r)는 다음과
같이 정의됩니다:

Rips(X , r) = {{x1, . . . , xk} ⊂ X : d(xi , xj) < 2r , for all 1 ≤ i , j ≤ k} .

Vietoris−Rips complex
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단체 복합체의 k-연쇄(k-chain)는 단체들로 생성된 선형
공간입니다.

▶ 주어진 단체 복합체 K와 차원 k ≥ 0에 대해, K의 k-연쇄(k-chain)는
K의 k-차원 단체들의 형식적 합(formal sum)입니다:

c =

p∑
i=1

aiσi , σi ∈ K , ai ∈ Z/2Z = {0, 1}.

▶ Z/2Z의 연산: 0 + 0 = 1 + 1 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1,
0 · 0 = 0 · 1 = 1 · 0 = 0, 1 · 1 = 1.

▶ k-연쇄의 합과 스칼라곱:

c + c ′ =

p∑
i=1

(ai + a′i )σi , λ · c =

p∑
i=1

(λai )σi .

▶ K의 k-연쇄를 모은 집합 Ck(K )는 선형 공간이 됩니다.
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경계 사상(boundary map)은 단체 복합체의 k-연쇄
(k-chain) 간의 사상입니다.

▶ 경계 사상(boundary map) ∂k은 각 k-차원 단체 σ를 그의 k-1차원 면
(face)들의 합으로 보냅니다:

σ = {v0, . . . , vk} 7−→ ∂kσ =
k∑

i=0

{v0, . . . , vk}\{vi}.

Simplex

7−→

Sum of Faces
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경계 사상(boundary map)은 단체 복합체의 k-연쇄
(k-chain) 간의 사상입니다.

▶ 경계 사상(boundary map) ∂k은 각 k-차원 단체 σ를 그의 k-1차원 면
(face)들의 합으로 보냅니다:

σ = {v0, . . . , vk} 7−→ ∂kσ =
k∑

i=0

{v0, . . . , vk}\{vi}.

▶ 경계 사상을 ∂k : Ck(K ) → Ck−1(K )로 자연스럽게 확장합니다:

Ck(K ) 7−→ Ck−1(K )
c =

∑
aiσi 7−→ ∂kc =

∑
ai∂kσi

.

▶
∂k ◦ ∂k+1 = 0.
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호몰로지(homology)는 cycle을 boundary로 자른 몫공간
(quotient space)입니다.

▶ K의 k-cycle Zk(K )는 경계 사상에 의해 0으로 가는 k-연쇄의
집합입니다:

Zk(K ) := ker ∂k = {c ∈ Ck : ∂kc = 0}.

▶ K의 k-boundary Bk(K )는 경계 사상에 의한 k + 1-연쇄의 상(image)
입니다:

Bk(K ) := im∂k+1 = {c ∈ Ck : ∃c ′ ∈ Ck+1, ∂k+1c
′ = c}.

▶ ∂k ◦ ∂k+1 = 0에 의해, k-boundary Bk(K )는 k-cycle Zk(K )의
선형부분공간(linear subspace)입니다:

Bk(K ) ⊂ Zk(K ) ⊂ Ck(K ).

▶ k-th 호몰로지 Hk(K )는 k-cycle Zk(K )를 k-boundary Bk(K )로 자른
몫공간(quotient space)입니다:

Hk(K ) := Zk(K )/Bk(K ).
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호몰로지(homology)는 cycle을 boundary로 자른 몫공간
(quotient space)입니다.

▶ K의 k-th 호몰로지 Hk(K )는 k-cycle Zk(K )를 k-boundary Bk(K )로
자른 몫공간(quotient space)입니다:

Hk(K ) := Zk(K )/Bk(K ).

▶ K의 k-th Betti number βk(K )는 선형공간 Hk(K )의 랭크입니다:
βk(K ) = rank(Hk(K )).
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호몰로지(homology)는 cycle을 boundary로 자른 몫공간
(quotient space)입니다.

▶ Z1(K ) = ker ∂1 = (Z/2Z)2 =< , >

▶ B1(K ) = im∂2 = Z/2Z =< >

▶ H1(K ) = Z1(K )/B1(K ) = Z/2Z =< >, β1(K ) = 1
10 / 33



filtration은 증가하는 단체 복합체들의 모임입니다.

▶ 단체 복합체 K가 있을 때, filtration F = {Ka}a∈R는 다음을
만족하는 K의 부분 복합체(subcomplex) Ka들의 모임입니다:

a ≤ b =⇒ Ka ⊂ Kb.

⊂

⊂ ⊂
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Persistent Homology는 filtration에서 호몰로지가 어떻게
변화하는지 추적합니다.

▶ 단체 복합체 K 위의 filtration F = {Ka ⊂ K : a ∈ R}가 있을 때,
k-th persistent homology PHkF는 호몰로지들 {Hk(Ka) : a ∈ R}과
선형사상들 {ıa,bk : a ≤ b}의 모임인데, 이 때 선형사상 ıa,bk 는
포함관계 Ka ⊂ Kb로부터 유도됩니다.

▶ Persistence betti number 는 βa,b
k := rank(imıa,bk ) 입니다.

⊂

⊂ ⊂
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Persistent Homology는 filtration에서 호몰로지가 어떻게
변화하는지 추적합니다.

▶ 단체 복합체 K 위의 filtration F = {Ka ⊂ K : a ∈ R}가 있을 때,
k-th persistent homology PHkF는 호몰로지들 {Hk(Ka) : a ∈ R}과
선형사상들 {ıa,bk : a ≤ b}의 모임인데, 이 때 선형사상 ıa,bk 는
포함관계 Ka ⊂ Kb로부터 유도됩니다.

▶ 각 homology class γ는 Ka에서 생기고 Kb에서 γ = 0이 됩니다. 이
때, a를 γ의 birth time이라 하고, b를 γ의 death time이라고 합니다.

⊂

⊂ ⊂

13 / 33



Persistence Diagram 은 Persistent Homology 를 평면 위의
점들로 나타냅니다.

▶ 편의상 filtration F = {Ka ⊂ K : a ∈ R}의 부분단체 Ka들이 유한 번

바뀐다고 가정합니다:

Ka1 ⊂ · · · ⊂ Kan .

▶ 각 filtration 값들의 쌍 (ai , aj)에 대해, Kai에서 생기고 Kaj에서
없어지는 homology class 의 개수를 셉니다:

µ
ai ,aj
k = (β

ai ,aj−1
k − β

ai ,aj
k )− (β

ai−1,aj−1
k − β

ai−1,aj
k ).

▶ (R ∪ {∞})2 위에 점 (ai , aj) 를 multiplicity µ
ai ,aj
k 로 찍으면

persistence diagram 이 됩니다.

14 / 33



Persistence Diagram 은 Persistent Homology 를 평면 위의
점들로 나타냅니다.

▶ 각 filtration 값들의 쌍 (ai , aj)에 대해, Kai에서 생기고 Kaj에서
없어지는 homology class 의 개수를 셉니다:

µ
ai ,aj
k = (β

ai ,aj−1
k − β

ai ,aj
k )− (β

ai−1,aj−1
k − β

ai−1,aj
k ).

▶ (R ∪ {∞})2 위에 점 (ai , aj) 를 multiplicity µ
ai ,aj
k 로 찍으면

persistence diagram 이 됩니다.

⊂

⊂ ⊂

µi,j
1 i = 1 i = 2 i = 3 i = 4

j = 4 0 0 0 0
j = 3 1 1 1
j = 2 1 2
j = 1 1
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Persistence Diagram 은 Persistent Homology 를 평면 위의
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호몰로지(Homology)와 Persistent Homology

Persistent Homology를 통계적으로 추정하기

Persistent Homology를 이용하여 특성(Feature) 만들기
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함수의 레벨집합으로부터 filtration을 만들 수 있습니다.
▶ 단체 복합체 K와 그 위에서 정의된 함수 f : K → R가 있을 때,f의

sub-level filtration sub(f )를 다음과 같이 정의합니다:

sub(f ) := {{σ ∈ K : f (σ) ≤ L}}L∈R .

Simplicial complex Function values

0

0 0

0

1 1

1 1

2

⊂ ⊂
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함수의 레벨집합으로부터 filtration을 만들 수 있습니다.

▶ 단체 복합체 K와 그 위에서 정의된 함수 f : K → R가 있을 때,f의
아랫레벨(sub-level) filtration sub(f )를 다음과 같이 정의합니다:

sub(f ) := {{σ ∈ K : f (σ) ≤ L}}L∈R .

▶ 마찬가지로 f의 윗레벨(super-level) filtration super(f )를 다음과
같이 정의합니다:

super(f ) := {{σ ∈ K : f (σ) ≥ L}}L∈R .
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함수의 레벨집합으로부터 persistent homology를 계산할
수 있습니다.

▶ 단체 복합체 K와 그 위에서 정의된 함수 f : K → R가 있을 때,f의
아랫레벨(sub-level) filtration sub(f )를 다음과 같이 정의합니다:

sub(f ) := {{σ ∈ K : f (σ) ≤ L}}L∈R .

▶ 그로부터 계산한 persistent homology 또는 persistence diagram을
Dgm(f )로 씁니다.
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Bottleneck distance는 Persistent homology 공간에 거리
함수를 줍니다.

Definition
D1, D2를 두 Persistent homology라고 하면, Bottleneck distance는
다음과 같이 정의됩니다:

W∞(D1, D2) = inf
γ

sup
x∈D1

∥x − γ(x)∥∞,

이 때, γ는 D1에서 D2로 가는 모든 일대일대응이 될 수 있습니다.
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Bottleneck distance는 Persistent homology 공간에 거리
함수를 줍니다.

Definition
D1, D2를 두 Persistent homology라고 하면, Bottleneck distance는
다음과 같이 정의됩니다:

W∞(D1, D2) = inf
γ

sup
x∈D1

∥x − γ(x)∥∞,

이 때, γ는 D1에서 D2로 가는 모든 일대일대응이 될 수 있습니다.
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Bottleneck distance는 그에 상응하는 함수간의 거리로
조정할 수 있습니다: 안정성 정리

Theorem
[Edelsbrunner and Harer, 2010][Chazal, de Silva, Glisse, and Oudot,
2012] K를 단체 복합체(simplicial complex)라 하고 f , g : K → R를 두
함수라 합니다. Dgm(f )와 Dgm(g)를 그에 상응하는 persistent homology
라고 할 때, 다음이 성립합니다:

W∞(Dgm(f ), Dgm(g)) ≤ ∥f − g∥∞.
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Persistent homology의 신뢰집합은 Persistent homology를
높을 확률로 포함하는 랜덤집합입니다.

기저 M과 자료 X의 Persistent homology를 각각 Dgm(M)과 Dgm(X )
라고 놓습니다. 유의수준 α ∈ (0, 1)가 주어졌을 때, (1 − α) 신뢰집합
{D ∈ Dgm : W∞(Dgm(X ), D) ≤ cn}은 다음을 만족하는
랜덤집합입니다:

P (Dgm(M) ∈ {D ∈ Dgm : W∞(Dgm(X ), D) ≤ cn}) ≥ 1 − α.
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Persistent homology의 신뢰띠는 그에 상응하는 함수의
신뢰띠로 계산할 수 있습니다.

안정성 정리로부터, P (||fM − fX || ≤ cn) ≥ 1 − α는 다음을 유도합니다:

P (W∞(Dgm(fM), Dgm(fX )) ≤ cn) ≥ P (||fM − fX ||∞ ≤ cn) ≥ 1 − α,

따라서 fM의 신뢰띠를 persistent homology Dgm(fM)의 신뢰띠로 이용할
수 있습니다.
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Persistent homology의 신뢰띠는 붓스트랩으로 계산할 수
있습니다.

붓스트랩 알고리즘을 persistent homology에 적용할 수 있다는 것이
증명되었습니다.
▶ Fasy et al. [2014] 이 핵밀도추정(kernel density estimator)에서
보였고,

▶ Chazal et al. [2014] 이 distance to measure와 kernel distance에서
보였습니다.
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호몰로지(Homology)와 Persistent Homology

Persistent Homology를 통계적으로 추정하기

Persistent Homology를 이용하여 특성(Feature) 만들기
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유한한 자료의 Persistence Landscape으로부터 기저
구조의 Persistence Landscape을 추정할 수 있습니다.
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Persistent homology의 신뢰띠로 Persistence Landscape의
랜덤성을 정량화할 수 있습니다.
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∞-landscape 거리는 persistence landscape 공간에 거리를
줍니다.

Definition
[?] D1, D2을 점들의 multiset이라 하고, 그에 해당하는 persistence
landscape를 λ1 , λ2라고 놓습니다. ∞-landscape 거리는 다음과 같이
정의합니다:

Λ∞(D1,D2) = ∥λ1 − λ2∥∞.
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∞-landscape 거리는 그에 대응되는 함수 간의 거리로
조정할 수 있습니다: 안정성 정리(stability theorem).

Theorem
f , g : X → R를 두 함수로 놓고, 그에 해당하는 persistence landscape를
λ(f )과 λ(g)로 놓습니다. 그러면,

Λ∞(λ(f ), λ(g)) ≤ ∥f − g∥∞.
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persistence landscape의 신뢰띠는 붓스트랩으로 계산할 수
있습니다.

▶ 기저 M과 표본 X의 persistence landscape를 각각 λM과 λX로

놓습니다. 안정성 정리(stability theorem)으로부터,
P (||fM − fX || ≤ cn) ≥ 1 − α는 다음을 유도합니다:

P (λX (t)− cn ≤ λM(t) ≤ λX (t) + cn ∀t) ≥ P (||fM − fX || ≤ cn) ≥ 1−α,

따라서 대응되는 함수인 fM의 신뢰띠를 persistence landscape λM의

신뢰띠로 사용할 수 있습니다.
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persistence landscape의 신뢰띠는 붓스트랩으로 계산할 수
있습니다.

▶ persistence landscape의 신뢰띠는 multiplier bootstrap으로도 계산할
수 있습니다; [Chazal, Fasy, Lecci, Michel, Rinaldo, and Wasserman,
2014].
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